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ПОДХОДЫ К ОЦЕНКЕ СИММЕТРИЧНОСТИ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Аннотация: в работе предложен подход к оценке свойств дискретных моделей динамических систем на основе анализа обратимости решения во времени.  Описан новый класс инструментов, визуализирующих обратимость конечно-разностной схемы в зависимости от начальных условий и глубины обратного решения – реверс-диаграммы. С помощью предложенных инструментов изучены свойства различных дискретных операторов интегрирования на примере построения конечно-разностной модели цепи с идеальным мемристором.
Annotation: This paper proposes new approach to the investigation of dynamical systems discrete models through time-reversibility analysis. The new class of tools that visualize the time-reversibility of finite-difference schemes depending on the initial conditions and reverse depth is described, called reverse diagrams. Some properties of various numerical integration methods are studied on the example of the memristor-based circuit model using proposed tools.
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Введение
Развитие теории динамических систем привело к существенному изменению требований, предъявляемых к математическому аппарату численного моделирования. Помимо классических ограничений, связанных с точностью и производительностью численного метода, сегодня исследователь также должен учитывать искажения, вносимые выбранным дискретным оператором в динамику прототипа.

Одним из перспективных направлений в области численных методов интегрирования являются т.н. геометрические интеграторы [1] – семейство дискретных операторов, позволяющих сохранять в дискретной модели такие свойства исходной системы как: симметричность, обратимость решения во времени, полную энергию системы и др. Изначально применявшийся лишь при моделировании гамильтоновых систем, сегодня данный класс алгоритмов быстро развивается, синтезируются все новые и новые модификации методов [2]. При этом возникает потребность в сравнительной оценке различных методов интегрирования при моделировании конкретной системы. Как уже упоминалось выше, классические критерии точности и производительности не дают исчерпывающего ответа на вопрос, какой геометрический алгоритм является наилучшим при решении конкретной задачи. В настоящей работе мы предлагаем новый инструмент оценки свойств дискретного оператора на основе анализа обратимости конечно-разностной модели непрерывной системы с визуализацией в виде реверс-диаграммы. Рассмотрим предлагаемый инструмент на примере моделирования хаотической динамической системы третьего порядка. 
Исследуемая система
Устройства с мемристивными элементами являются актуальным предметом исследования в области теории цепей и нейроморфных систем. Как правило, в цепях, содержащих мемристоры, наблюдаются хаотические режимы колебаний. В качестве тестовой системы нами была выбрана модель цепи с идеальным мемристором [3], нормальная форма Коши которой имеет вид:
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[image: image2.wmf]где α, β – параметры нелинейности.

Фазовый портрет системы (1) представлен на рисунке 1. Используемые параметры моделирования: α = 0.9, β = 3, шаг интегрирования h = 0,001 с., время моделирования t = 300 с.
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Рисунок 1 - Поведение системы (1) в фазовом пространстве
Выбранная математическая модель описывает негамильтонову систему, основная сложность моделирования которой обусловлена наличием нескольких нелинейностей в функции правой части. Авторы работы [3] не приводят никаких сведений о симметричности или реверсивности исходной системы.
Исследуемые методы интегрирования
В работе рассматриваются три метода интегрирования, принадлежащих к различным классам алгоритмов численного решения ОДУ:

· Несимметричный метод явной средней точки (EMP);
· Симметричный метод неявной средней точки (IMP) [1];

· Симметричный полуявный метод CD1 [4].

Оценка реверсивности конечно-разностных схем
Алгоритм исследования обратимости во времени конечно-разностной схемы, полученной применением метода численного интегрирования к исходной системе (1), состоит из следующих этапов: 

1. Выбор начальных значений переменных состояния xi0, шага интегрирования h, количества шагов моделирования N;
2. Моделирование системы из каждой точки xi0 начальных условий N раз с шагом h, запись конечной точки решения;
3. Моделирование из конечной точки N раз с шагом –h, получение новых значений переменных состояния xi0new, близких к стартовым;
4. Расчёт ошибки обратного хода как нормы разности значений xi0 и xi0new .
Полученные значения ошибки выводятся на двумерную диаграмму. Вертикальная ось соответствует стартовому значению переменной состояния, горизонтальная – шага. Тёмные зоны графика соответствуют ошибке e ≤ 1E-14, если ошибка превышает данное значение, область закрашивается белым цветом.
На рисунках 2, 3, 4 представлены диаграммы обратимости во времени для исследуемых конечно-разностных схем.
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Рисунок 2 – Реверс-диаграмма конечно-разностной модели системы (1), построенной методом ЕМР
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Рисунок 3 – Реверс-диаграмма конечно-разностной модели системы (1), построенной методом IМР 
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Рисунок 4 – Реверс-диаграмма конечно-разностной модели системы (1), построенной методом CD1
Исследование показывает, что метод CD1 позволяет построить конечно-разностную схему, обладающую обратимостью в значительно большем диапазоне шагов и начальных условий, чем метод IMP. Несимметричный метод EMP позволяет получить реверсивное решение в крайне узком диапазоне параметров и не подходит для построения симметричных конечно-разностных схем.
Заключение
Предложенный в работе подход позволяет наглядно изучить симметричность и обратимость во времени дискретных моделей, полученных с использованием различных методов интегрирования. 
Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что полуявные опорные методы позволяют достичь свойства реверсивности модели исследуемой системы в значительно большем диапазоне параметров.
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